Komplexitat

Wie kann man schnell zur Losung eines I6sbaren Problems kommen?

Was bedeutet Komplexitatsklasse?

Eine Komplexitatsklasse ist eine Gruppe von Problemen (Algorithmen), die sich bezlglich Laufzeit oder
Platzbedarf dhnlich verhalten. Sie wird durch eine obere Schranke fiir den Bedarf einer bestimmten
Ressource (z.B. Anzahl der notwendigen Berechnungsschritte zur Losung eines Problems) gebildet. Man
betrachtet die Schritte, die ein Algorithmus ausfiihrt. Wenn n die GroRe der Eingabe ist, dann ldsst sich
die Schrittzahl des Algorithmus beispielsweise mithilfe einer Funktion T(n) beschreiben. Es interessiert
aber meist nicht die genaue Schrittzahl, sondern eine ungefdhre Abschatzung.

Was bedeutet eigentlich polynomial?

Ein Polynom ist eine (endliche) Summe von Vielfachen von Potenzen mit natiirlichzahligen Exponenten
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einer Variablen, die meist mit x bezeichnet wird, zum Beispiel das Trinom 9X~ + X -7" oder das Binom
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X +Y oderdas Monom Q.

In der Komplexitdtstheorie bezeichnet man ein Problem als in Polynomialzeit |6sbar, wenn die bendtigte
Rechenzeit einer deterministischen Rechenmaschine mit der ProblemgroRe nicht starker als mit

einer Polynomfunktion wachst. Die besondere Bedeutung der Polynomialzeit besteht darin, dass man sie
als eine Grenze zwischen praktisch lIésbaren und praktisch nicht I6sbaren Problemen betrachtet. Der
Aufwand fir Probleme, die nicht in Polynomialzeit I6sbar sind, wachst im Allgemeinen so schnell, dass
schon relativ geringe ProblemgréRen mit verfliigbaren Rechnern nicht in Gberschaubaren Zeitrdumen
gelost werden kénnen. Hat ein Algorithmus exponentielle Laufzeit, ist er nicht-polynomial.

Was bedeutet deterministisch?

Ist die Rechnung auf einer Turingmaschine durch die Eingabe eindeutig festgelegt, so spricht man
von einer deterministischen Maschine (DTM). Eine deterministische Turingmaschine befindet
sich zu jedem gegebenen Zeitpunkt in genau einem Zustand. Eine nichtdeterministische
Turingmaschine (NTM) kann sich in unendlich vielen Zustanden gleichzeitig befinden. Bei
nichtdeterministisch rat man geschickt Lésungen.

Klasse P

(polynomial beschrankte Laufzeit)

Def. 1: Die Klasse P umfasst alle Entscheidungsprobleme, die sich in polynomial beschrankter Laufzeit (in
GrolRenordnung der Eingabe), also effizient, mit deterministischen Turingmaschinen (DTM) I6sen lassen.

Def. 2: Die Klasse P enthalt alle (Entscheidungs-)Probleme mit einer deterministischen polynomialen
LAésung. Beispiele: Insertion-Sort, Quick-Sort, Merge-Sort, Finden des kiirzesten Weges (zum Bsp. mit Dijkstra),
Finden des minimalen Spannbaums in einem gewichteten Graphen


http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexit%C3%A4tstheorie
http://de.wikipedia.org/wiki/Turingmaschine
http://de.wikipedia.org/wiki/Polynomfunktion

Klasse NP (nicht-deterministisch,

polynomial beschrankte Laufzeit)

prinzipiell unlosbar,

nicht entscheidbar Def. 1: Die Klasse NP enthalt alle

(Entscheidungs-)Probleme mit einer
nicht-deterministischen polynomialen Lésung.
Beispiele: Problem des Handelsreisenden,
Hamiltonkreisproblem, Rucksackproblem,

praktisch unlgsbar, mind.
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NP-vollstandig

NP - nicht-deterministischer Alg. Leiii ot
aus NP kann auf

mit polynomialer Laufzeit existiert dheses Turiick-
geduhet werdan

Stundenplanproblem, Sudoku, ...

Def. 2: Die Klasse NP umfasst alle
Entscheidungsprobleme, die sich in polynomial
beschrankter Laufzeitmit
nicht-deterministischen Turingmaschinen
(NTM) I6sen lassen.

P- deterministischer Alg. mit
polynomialer Laufzeit existiert

Eine nicht-deterministische Turing-Maschine (NTM)hat die Méglichkeit, zu "raten", wie sie weiter vorgeht,
d.h. welchen Befehl sie ausfiihrt. Wenn man also auf den Determinismus verzichtet, hat die Turing-
Maschine beim nachsten Rechenschritt eine Auswahl von Befehlen zur Verfligung.

Probleme, die das n im Exponenten haben, und auch die Probleme, die von der "ratenden" TM gel6st
werden, gehoren also zur Klasse NP.

Beispiel: Ein Passwort setzt sich aus Zeichen aus einem 26-Zeichen-Alphabet zusammen. Im worst case wdren 26"
mdégliche Folgen zu testen. Gébe es einen Algorithmus fiir diesen Test, wiirde dieser ein exponentielles
Laufzeitverhalten aufweisen. Der Gliickliche findet die Lésung vielleicht beim ersten, zweiten oder zehnten Versuch.
Dann kénnte man eben nur sagen - nach linearer Laufzeit - dass man das Passwort mit diesem Ergebnis knacken
kann.

Entscheidungsproblem: Ist die Berechnung der Losung in polynomialer Zeit moéglich? Das ist unklar.
Ob die gefundene Losung funktioniert, kann man in polynomialer Laufzeit herausfinden.

NP-schwere Probleme

Ein Problem ist NP-schwer, wenn es so schwierig zu l6sen ist, dass sich mit seiner Hilfe jedes Problem in
NP I6sen lasst. (Entscheidungsfrage mit Ja oder Nein als Antwort)

Probleme, deren Losungen deterministisch in polynomialer Zeit Gberprift werden kénnen, kdnnen auf
das Problem derart zuriickgefiihrt werden, dass diese Riickfiihrung auf einem deterministischen Rechner
hochstens polynomiale Zeit in Anspruch nimmt. Man spricht von einer Polynomialzeitreduktion.

Ein NP-schweres Problem ist also mindestens so schwer wie das schwerste Problem in NP.



NP-vollstandige Probleme

Ein NP-vollstéandiges Problem ist NP-schwer und liegt selbst in NP.

Liegt ein NP-schweres Problem selbst in NP, gehort es selbst zu den schwersten Problemen in NP, man
spricht man von einem NP-vollstandigen Problem.

NP-Vollstéandigkeit besagt, dass fiir das betrachtete Problem (bisher) kein polynomialer Algorithmus
gefunden wurde. Die Losung dieser Aufgabe erfordert also einen nicht vertretbaren Aufwand (unter
Annahme, dass P # NP, wird das Problem nur deterministisch exponentiell |I6sbar sein.

Dazu sind mehr als 3000 Probleme aus der Informatik und aus anderen Gebieten bekannt. Alle Probleme
in NP-vollstandig lassen sich auf eines reduzieren.

Beispiele:

- Cliquenproblem (Gibt es in einem Graphen eine Clique mit mehr als k-Knoten?)

- Knotenliberdeckungsproblem(Existiert in einem gegebenen einfachen Graphen und einer natiirlichen Zahl k eine
Knoteniiberdeckung der Gréf3e von héchstens k?)

- Hamiltonkreisproblem (Gibt es in einem Graphen einen Hamiltonischen Kreis?)

- Fédrbeproblem (Kann man die Knoten eines Graphen so einfdrben, dass adjazente Knoten nicht die gleiche
Farbe haben?)

- Rucksackproblem (Kann man Gegenstidnde von einem Wert gréfler als w in seinen Rucksack packen, ohne
das Gewicht zu liberschreiten?)

- Problem des Handelsreisenden (Gibt es die kiirzeste Route durch alle Stédte, wobei jede Stadt nur

einmal besucht werden darf.)

Problem P vs. PN

Unklar ist, ob die beiden Klassen P und NP identisch sind, und damit auch, ob die
schwersten Probleme der Klasse NP ebenso effizient wie die der Komplexitatsklasse P
geldst werden kbnnen. Um den Begriff des ,schwersten Problems in NP* formal zu fassen,
wurde der Begriff der NP-Schwere eingefiihrt. Ein Problem ist NP-schwer, wenn seine
Ldsung (in Polynomialzeit) die Lésung jedes anderen Problems in NP in polynomialer Zeit
ermdglichen wirde (unter Verwendung einer deterministischen Maschine;
Polynomialzeitreduktion). Ein Problem, das in NP liegt und NP-schwer ist, heil3t NP-
vollstandig.

Ein anschauliches Problem aus NP, fiir das nicht klar ist, ob es in P enthalten ist, ist das
Rucksackproblem. Bei diesem Problem soll ein Behalter einer bestimmten Grol3e so mit
vorgegebenen Gegenstanden gefillt werden, dass der Inhalt so wertvoll wie nur méglich
ist.

Viele praxisrelevante Probleme sind NP-vollstandig und eine Lésung wiirde auf vielen Gebieten helfen.
Und wenn man weiB, dass es unmaoglich ist, fiir ein Problem einen effizienten Algorithmus zu finden,
braucht man keinen zu suchen.


Burgnetz
Textfeld
Unklar ist, ob die beiden Klassen P und NP identisch sind, und damit auch, ob die schwersten Probleme der Klasse NP ebenso effizient wie die der Komplexitätsklasse P gelöst werden können. Um den Begriff des „schwersten Problems in NP“ formal zu fassen, wurde der Begriff der NP-Schwere eingeführt. Ein Problem ist NP-schwer, wenn seine Lösung (in Polynomialzeit) die Lösung jedes anderen Problems in NP in polynomialer Zeit ermöglichen würde (unter Verwendung einer deterministischen Maschine; Polynomialzeitreduktion). Ein Problem, das in NP liegt und NP-schwer ist, heißt NP-vollständig.
Ein anschauliches Problem aus NP, für das nicht klar ist, ob es in P enthalten ist, ist das Rucksackproblem. Bei diesem Problem soll ein Behälter einer bestimmten Größe so mit vorgegebenen Gegenständen gefüllt werden, dass der Inhalt so wertvoll wie nur möglich ist. 




